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1３ 大数値解法：

スペクト ル法
差分法
有限要素法

前回は時間発展の偏微分方程式に対して差分法を解説した .
今日はまず, ポアソン方程式 −∆u = f を上の三つの方法で解いてみる .
ポアソン方程式は, 熱方程式や波動方程式の定常状態を表す.

(
∂u

∂t
= ∆u+ f において u が t に依存しなければ, −∆u = f となる .)

数値解析でよく 用いる記号の説明：
平面の領域 D ⊂ R2 に対し ，

L2(D) := {f(x, y) |
∫

D

|f(x, y)|2dxdy < ∞)} D 上の２ 乗可積分函数の空間

f, g ∈ L2(D) に対し ， (f, g) :=

∫

D

f(x, y)g(x, y)dxdy (L2 内積)

特に， ‖f‖ :=
√

(f, f) は f の L2 ノ ルム (ベクト ルの長さ )

可積分の意味をルベーグ積分で解釈すると ， L2(D) はこのノ ルムが
定める距離により ， 完備な位相ベクト ル空間となる
(ヒルベルト 空間 – ユークリ ッ ド 空間の無限次元化).
偏微分方程式の数値計算は， ヒルベルト 空間の有限次元部分空間を用い，
そこで偏微分方程式という無限次元の行列の， 有限近似を解く もの．
L2(D) が代表例だが, 基底をとると数列空間
ℓ2 = {(x1, x2, . . .);x21 + x22 + · · · < ∞} と同等になる .



2Poisson 方程式の数値解法 - 1 スペクト ル法 (numb-1.f)

一般にスペクト ル法とは， 解く べき領域に固有で計算可能な
基本函数系で未知数を含む全ての函数を展開し ， その係数を計算して
近似解を求める方法である．
係数を求める方程式が常微分方程式となるよう ， 普通は固有函数を用いる .
領域 D 上で斉次 Dirichlet 条件付きの正ラプラス作用素 −∆ の
固有値と固有函数とは,

−∆ϕj = λjϕj , (D 上), ϕj

∣

∣

∂D
= 0

を満たす λj と ϕj のことである . 有限行列と異なり , 無限列となるが,
対称行列の類比が成り立ち , {ϕj}∞j=1

は完全正規直交基底となる .

i.e. (ϕi, ϕj) = δij であり , かつ任意の函数がこれで展開できる ：

f(x, y) =

∞
∑

j=1

cjϕj(x, y), cj = (f, ϕj) :=

∫

D

f(x, y)ϕj(x, y)dxdy

これを一般 Fourier 展開と呼ぶ. 従って Fourier 級数による解法がその元祖.
正方形 [0, 1] × [0, 1] 上で ２ 次元 Poisson 方程式をこの方法で解いてみる．
(より 一般に長方形 [a0, a1]× [b0, b1] で OK.)

−∆(sinmπx sinnπy) = (m2 + n2)π2 sinmπx sinnπy

より , {sinmπx sinnπy}∞m,n=1 が固有函数, (m2 + n2)π2 が固有値となる .

　
o
Q
o
ただし正規化固有函数は 2 sinmπx cosnπx である：

∫

1

0

sin2 mπxdx =

∫

1

0

1− cos 2mπx

2
dx =

1

2
なので， 1 次元のときは {

√
2 sinmπx}∞m=1 が正規直交系を成すため．



3未知函数を

u(x, y) =
∞
∑

m,n=1

umn sinmπx sinnπy

の形に仮定し , 右辺の函数を

f(x, y)=

∞
∑

m,n=1

fmn sinmπx sinnπy, fmn= 4

∫

D

f(x, y) sinmπx sinnπydxdy

と展開すると ， 係数比較で
∞
∑

m,n=1

(m2 + n2)π2umn sinmπx sinnπy =

∞
∑

m,n=1

fmn sinmπx sinnπy

∴ umn =
fmn

(m2 + n2)π2

よって解は

u(x, y) =
∞
∑

m,n=1

fmn

(m2 + n2)π2
sinmπx sinnπy

実際には無限に足せないので， 適当なところで打ち切る．
これを実装するには, 与えられた函数のフーリ エ係数を計算するサブルーチンと ,
係数が分かっているフーリ エ級数の和の値を返す函数の二つを作る必要がある .

前者は, 適当な数値積分公式で
∫

1

0

∫

1

0

f(x, y) sinmπx sinnπydxdy を計算する .

後者は級数の和の計算にすぎない.



4Poisson 方程式の数値解法 - 2 差分法 (numb-2.f)

長方形 [a0, a1]× [b0, b1] 上で ２ 次元 Poisson 方程式

−
(∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2

)

= f

を解く ことを考える． 差分化は既に熱方程式のところでやってあるので，

−u(x+ hx, y) + u(x− hx, y)− 2u(x, y)

h2x

− u(x, y + hy) + u(x, y − hy)− 2u(x, y)

h2y
= f(x, y)

熱方程式のときと同様のベクト ル成分の並べ方を採用すると ， 結局

hx =
a1 − a0

M
, hy =

b1 − b0
N

, fij = f(a0 + ihx, b0 + jhy) を既知ベクト ル,

uij = u(a0 + ihx, b0 + jhy) を未知ベクト ルとして , 次を解けばよい：
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5Poisson 方程式の数値解法 - 3 有限要素法 (numb-3.f)

２ 次元 Poisson 方程式 −∆u = f を領域 D 上で解く のに
L2(D) の基底函数 {ϕn}∞n=1 を用意し ， 無限個の連立方程式

(∇u,∇ϕj) = (−∆u, ϕj) = (f, ϕj)

に置き換え (ここに , (f, g) =

∫

D

f(x, y)g(x, y)dxdy は L2 内積で，

変形は部分積分と境界条件による． ) 更に u =
∞
∑

i=1

uiϕi と展開して
∞
∑

i=1

(∇ϕi,∇ϕj)ui = fj, j = 1, 2, . . .

という ui の無限連立１ 次方程式に帰着させる解法を Galerkin 法と呼ぶ．
(スペクト ル法の場合は， この方程式が対角化されるよう な良い基底函数

ϕi を選んだのである． )
これも無限個では解けないので， 適当に有限個 {ϕi}Ni=1

でとめると ，
真の解 u を ， これらの基底函数が張る N 次元部分空間へ射影した
近似函数を求めることになる．
ここで更に， ϕi として， 台が有界な区分多項式函数を用いたのが
有限要素法 (Finite Element Method, 略して FEM) である．
このときの近似行列 A = ((∇ϕi,∇ϕj))

N
i,j=1 は自然に

正定値実対称行列となることに注意.



6領域 D を３ 角形や４ 角形（ ３ 次元では４ 面体や６ 面体）
などの簡単な形をした有限要素に分割し ， それに対応した
単純な分解函数で張られる有限次元空間を近似空間として採用する .
最も基本的な例は平面領域の３ 角形分割と ， それに対応した
区分的 1 次函数 (i.e. 各３ 角形の上では x, y の 1 次式で表され，
３ 角形の境界では連続に繋がっているよう なもの) からなる P1 要素．
1 回微分すると微分の方向によっては３ 角形の境界で不連続函数が現れ，
微積分の意味では微分可能ではないが， 積分論の意味では微分可能で，
結果は L2 級の函数となる．
境界が直線図形で無いときには， 領域自身も多角形で近似される．
平面領域 D の三角形分割

D ·=·
⋃M

i=1
Ti

を一つ固定し ， これらの頂点を重複を省いて一列に並べたものを

P1, . . . , PN

とする． 頂点 Pi は三角形 Ti1, . . . , Timi
と頂点 Pi1, . . . , Pimi

とにより
図のよう に取り 囲まれているとすれば， 基底とするべき区分 1 次函数 ϕi は，
頂点 i では値 1 ， その周り の頂点 Pi1, . . . , Pimi

では値 0 と定める．
これらの三角形の外では値は 0 とする．
つまり この頂点 i の上に尖端を持つ角錐状のグラフを持った函数にとる．

Pi

1

iP

P

P
P

i

i

i m

1

2

i ii m
i1

i2
T

T

T

Pi m i

Pi1

Pi2

これらの ϕi は直交基底ではない． (隣の要素との内積は正となる .)
しかしそれ以上離れた台を持ったものとの内積は 0 なので直交基底に近い．
A の成分 −(∇ϕi,∇ϕj) は真値が簡単に計算でき， 帯状行列となる .



7有限要素法の例

↓ 正方形の手による分割 (numb-3.f で用いられているもの)

1 2 3 4

5 6 7 8

1211109

３ 角形要素・ 区分１ 次函数
斜線を入れた領域は
第６ 基底函数 ϕ6(x, y) の台

円の Delaunay 三角形分割
(FreeFEM の出力) →
FreeFEM のファイル一式は
~kanenko/NumCal/FreeFEM

の下に置かれている .
examples の中のファイルを
自分のところにコピーし ,
その中から適当なもの
hoge.edp を選んで

~kanenko/NumCal/FreeFem/FreeFem++ hoge.edp
を実行すれば体験できる .



8共役勾配法 (Conjugate gradient method, CG 法)

正定値実対称な係数行列を持つ連立一次方程式を解く 強力な反復法.
考え方：
Ax = b を解く 代わり に f(x) := (Ax− b, Ax− b) の最小値を探索する .
∵ f ′(x) を計算すると ,

f(x+ h) = (Ax+ h− b, Ax+ h− b)
= (Ax− b, Ax− b) + (h, Ax− b) + (Ax− b,h) +O(|h|2)
= f(x) + 2(Ax− b,h) +O(|h|2)

極小の条件は, この h の１ 次の項が消えること . i.e. Ax− b = 0

探索方向の選択：
最も単純なのは, −∇f の方向
(勾配方向) に極小値を探す.
しかし , これは大域的には
必ずしも最良の方向ではない.
f の等位面が同心球面と
なるときは最良.

f が２ 次函数なら , 線型の座標変換で等位面を同心球面にできる .
(Ax,x) を空間の計量 (距離) とし , 逐次探索方向が
この内積に関する正規直交系となるよう に決めるとよい.



9共役勾配法のアルゴリズム

◯0 初期値 x0 を適当に選ぶ.

◯1 第０ 残差 r0 = b−Ax0 を計算.
p0 = r0 と置く . (これは勾配方向でもある .)

以下， k = 0, 1, 2, . . . , N − 1 に対して，
◯k -1 近似解と誤差の更新

αk =
(rk, rk)

(Apk,pk)
, xk+1 = xk + αkpk,

rk+1 = rk − αkApk (= b−Axk+1) |rk+1| ≤ ε|b| なら終了.

◯k -2 探索方向の更新

βk =
(rk+1, rk+1)

(rk, rk)
, pk+1 = rk+1 + βkpk

※ 残差 6= 0 なる限り ， 〈r0, . . . , rj〉 = 〈p0, . . . ,pj〉, j = 0, . . . , k に注意．

アルゴリズムの要点：
rk+1 = 0 となれば， xk+1 は真の解
以下に示す rj の直交性により ， 少なく とも次元回反復すれば rN = 0．
実際には丸め誤差のため， 必ずしもそうはならない一方で，
A に重複固有値があると (等位面が球に近いと ), それより早く 最小値に到達する .
そこで実用的には |rk+1| が決められた微小数以下となったところで止める．



10共役勾配法のアルゴリズムの正当化

定理 j < k のとき (rk, rj) = 0, (Apk,pj) = 0

∵ これらと
(pk, rk) = (rk, rk) = (pk, rk−1)
(rk,pj) = 0 (j < k), (pk, rj − rj−1) = 0 (j ≤ k),

を k に関する帰納法で同時に導く .

k = 0 のときは自明.
k まで成り 立つとすると , k + 1 のとき , αk の決め方と帰納法の仮定より

(rk+1, rk) = (rk − αkApk, rk) = (rk, rk)− αk(Apk, rk)
= (rk, rk)− αk(Apk,pk) + αkβk−1(Apk,pk−1) = 0

(rk+1,pk) = (rk,pk)− αk(Apk,pk) = (rk, rk)− αk(Apk,pk) = 0
(pk+1, rk+1) = (rk+1, rk+1) + βk(pk, rk+1) = (rk+1, rk+1)
(pk+1, rk) = (rk+1, rk) + βk(pk, rk) = βk(rk, rk) = (rk+1, rk+1)

(Apk+1,pk) = (pk+1, Apk) = (pk+1,
1

αk

(rk − rk+1))

=
1

αk

{(pk+1, rk)− (pk+1, rk+1)} = 0

更に , j < k に対しては， rj ∈ 〈p0, . . . ,pj〉 に注意し , 帰納法の仮定より
(rk+1, rj) = (rk − αkApk, rj) = (rk, rj)− αk(Apk, rj) = 0

(Apk+1,pj) = (pk+1, Apj) = (rk+1 + βkpk,
1

αj

(rj − rj+1))

= −βk
αj

(pk, rj+1 − rj) = 0. QED



11コレスキー (Choleski) 分解

正定値実対称行列 A を下三角型行列 L により A = LLT と表す方法．
種々の用途が有るが， LU 分解の一種とみなせば連立一次方程式を解く
のにも使える．
A = (aij), L = (sij) と置けば， A = LLT より ，

aii =
i

∑

k=1

s2ik, aij =
i

∑

k=1

siksjk (i < j)

特に，
a11 = s211, a12 = s11s21, . . . , a1n = s11sn1,
a22 = s221 + s222, a23 = s21s31 + s22s32, . . . , a2n = s21sn1 + s22sn2
だから ， aij = aji に注意すれば次を得る ：

コレスキー分解成分 L を求めるアルゴリズム
◯1 s11 =

√
a11, si1 =

ai1
s11

, i = 2, . . . , n

◯2 s22 =
√

a22 − s2
21
, si2 =

ai2 − s21si1
s22

, i = 3, . . . , n

◯k skk =
√

akk −
∑k−1

j=1
s2kj, sik =

aik −
∑k−1

j=1
sijskj

skk
, i = k + 1, . . . , n











a11 a12 · · · a1n
a21 a22 · · · a2n
...

...
...

an1 an2 · · · ann





















s11 0 · · · 0

s21 s22
. . .

...
...

...
. . . 0

sn1 sn2 · · · snn





















s11 s21 · · · sn1
0 s22 · · · sn2
...

. . .
. . .

...
0 · · · 0 snn











Choleski 分解行列はもとの行列 A と同じバンド 幅を持つ.



12固有値再論

定常波とは， 進行しない波を表す．
これは， u(x, y, t) = v(x, y)w(t) の形に変数分離された解で表される．
空間１ 次元のときは， 行列の固有値問題の例として第７ 回で計算した．
空間２ 次元の波動方程式の Dirichlet 問題に上を代入すると ,

1

c2
∂2u

∂t2
=

∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
より

1

c2
v(x, y)w′′(t) = ∆v(x, y)w(t),

すなわち
∆v(x, y)

v(x, y)
=

w′′(t)

c2w(t)
= −λ (定数).

これと境界条件から ，

−∆v(x, y) = λv(x, y) on D, v(x, y)
∣

∣

∂D
= 0

という ， 境界条件付き微分作用素 −∆ の固有値問題が生ずる．
このとき w′′ + c2λw = 0， 従って w(t) = c1 cos c

√
λt+ c2 sin c

√
λt なので，

c
√
λ/2π が振動数となる．

D = [0, 1] × [0, 1] のときは， 固有函数が sinmπx sinnπy で，
固有値が (m2 + n2)π2 で与えられることは既に述べた．
この知識を仮定せずに， −∆ の近似有限行列の固有値問題を
直接数値的に解く こともできる． (参考プログラム eig2dfem.f)



13行列の固有値計算法

実用的な方法に次の二つがある ：

ハウスホルダー (Householder) 法
ランチョ ス (Lanczos) 法

いずれも , まず代数的手段で３ 重対角行列に直し , 次いで,
小行列式の列の符号変化を見て固有値を挟み， ２ 分法により 近似計算する .

Lanczos 法による３ 重対角化アルゴリズム
◯1 単位ベクト ル u1 をランダムに選ぶ。
◯2 α1 = (Au1,u1), v2 = Au1 − α1u1, β1 = |v2|, u2 = v2/β1
◯k uk, uk−1 が決まっていれば，

vk+1 = Auk − βk−1uk−1 − αkuk, βk = |vk+1|, uk+1 = vk+1/βk

上の漸化式は次の発見的考察から導かれる ：
変換行列 P = (u1, . . . ,un) により B = P−1AP が３ 重対角型になった
として， 関係式 AP = PB を書く と

A(u1, . . . ,un) = (u1, . . . ,un)













α1 β1 0 · · · 0

β1 α2 β2
. . .

...

0 β2
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . βn−1

0 · · · 0 βn−1 αn













これより ，

Au1 = α1u1 + β1u2,
Au2 = β1u1 + α2u2 + β2u3,

· · · ,
Auk = βk−1uk−1 + αkuk + βkuk+1,

これを uk+1 について解けば上が得られる．



14３ 重対角行列の固有値計算法

k = 1, 2, . . . , n について

pk(λ) :=

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

λ− α1 −β1 0 · · · 0

−β1 λ− α2 −β2
. . .

...

0 −β2
. . .

. . . 0
...

. . .
. . .

. . . −βk−1

0 · · · 0 −βk−1 λ− αk

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

∣

を計算する． これを最後の行について展開すれば，

pk(λ) = (λ− αk)pk−1(λ)− β2
k−1

pk−2(λ)

p0(λ) = 1, p−1(λ) = 0 と規約すると ， 上は k = 1 でも成り 立つ．
この漸化式から , λ に数値が指定されたときは, すべての pk(λ) が
高速に計算できる .

(pn(λ), . . . , p1(λ), p0(λ)) は Sturm 列を成す．
i.e. a < b とするとき，
a におけるこの列の符号変化数 − b におけるこの列の符号変化数

= 区間 [a, b] に含まれる固有値の個数．

証明は略す.



15行列の条件数 (condition number) とは,

κ(A) = ‖A‖ · ‖A−1‖
と定義する . これは行列ノ ルム ‖ · ‖ の取り方に依存する .
普通は L2-作用素ノ ルム

‖A‖ = sup
|x|6=0

|Ax|
|x|

を使う . ここに |x| は x のユークリ ッ ド ノ ルム .
このときは, 対称行列 A について , 直交行列による対角化で容易に分かる
よう に , ‖A‖ = |Aの絶対値最大の固有値 | となり , また ,
スペクト ル写像定理により A−1 の固有値は A の固有値の逆数なので
‖A−1‖ = |A−1の絶対値最大の固有値 | = |Aの絶対値最小の固有値の逆数 |.
従って ,

κ(A) =

max
1≤i≤N

|λi|

min
1≤i≤N

|λi|
=

|A の絶対値最大の固有値 |
|A の絶対値最小の固有値 |

この値が 1 に近いほと , (Ax,x) = 0 の等位面が球に近付く .

条件数は,
A−1 の誤差に対する敏感さ .
A に対する種々の反復法の収束の速さ .

などに関係する数値計算上重要な量である .



16条件数と解の安定性

連立一次方程式 Ax = b において , A, b にそれぞれ誤差 ∆A, ∆b

があるとき , 解 x はどのく らいずれるか？

定理 ‖∆A‖ <
1

‖A−1‖ なる限り ,

|∆x|
|x| ≤ κ(A)

1− κ(A)‖∆A‖/‖A‖
(‖∆A‖

‖A‖ +
|∆b|
|b|

)

証明 一般に行列 B が ‖B‖ < 1 を満たせば, I −B は逆を持ち ,
Neumann 級数 (I −B)−1 = I +B +B2 + · · · で与えられる .
(右辺が収束し , これに I −B を掛けると I になるから .)
よってこのとき

‖(I −B)−1‖ = ‖I +B +B2 + · · · ‖ ≤ 1 + ‖B‖+ ‖B‖2 + · · ·

=
1

1− ‖B‖
これに , 仮定より B = −A−1∆A が代入できて ,

‖(I +A−1∆A)−1‖ ≤ 1

1− ‖A−1∆A‖ ≤ 1

1− ‖A−1‖‖∆A‖



17次に , Ax = b と (A+∆A)(x+∆x) = b+∆b の差をとって ,

∆Ax+ (A+∆A)∆x = ∆b

左から A−1 を掛けて

A−1∆Ax+ (I +A−1∆A)∆x = A−1∆b

∆x につき解いて ,

∆x = (I +A−1∆A)−1A−1(−∆Ax+∆b)

∴ |∆x| ≤ ‖(I +A−1∆A)−1‖‖A−1‖(‖∆A‖|x|+ |∆b|)
≤ ‖A−1‖

1− ‖A−1‖‖∆A‖(|x|+ |∆b|)

≤ ‖A‖‖A−1‖
1− ‖A−1‖‖∆A‖(

‖∆A‖|x|
‖A‖ +

|∆b|
‖A‖ )

ここで, |b| ≤ ‖A‖|x| に注意し , κ(A) の定義を使う と
|∆x|
|x| ≤ ‖A‖‖A−1‖

1− ‖A−1‖‖∆A‖
(‖∆A‖

‖A‖ +
|∆b|

‖A‖|x|
)

≤ κ(A)

1− κ(A)‖∆A‖/‖A‖
(‖∆A‖

‖A‖ +
|∆b|
|b|

)

QED

固有値の大きさが不揃いだと誤差が拡大されることは, A が対角型のときを
考えれば明らかであろう .
(誤差の基準が最大固有値の大きさで決まり , 最小固有値が桁落ちと似た
状況を作り出す.)



18行列の数値計算に関する補遺

対角優位行列の正確な定義は, 各 i に対し |aii| >
∑

j 6=i |aij|
このとき , Jacobi の反復法は収束する .
実際このとき , 反復行列の固有値はすべて絶対値が 1 より 小となる .

前処理 (preconditioning). Jacobi 法, Gauss-Seidel 法を適用する前に
適当な変換をして対角成分を大きく する ,
共役勾配法を適用する前に適当な変換をして , 条件数を 1 に近く する ,
などのことをいう . 実用的には非常に重要な手段.

加速緩和法 (successive over-relaxation, SOR, 正しい訳は逐次過剰緩和法)
xk+1 = xk +Rk のよう な反復法があるとき , 0 < ω < 1 なる定数を
用いて , 更新値を xk+1 から (1− ω)xk + ωxk+1 = xk + ωRk に修正するのが
緩和法であり , 主に近似列の安定性を増大させる (なます) のに用いる .
ここで 1 < ω < 2 ととると , 修正項を強調することになり , 安定性が
損なわれる不安はあるが, う まく すると収束が速く なるかもしれない.
これが, over-relaxation の原理である .
緩和パラメータ ω の実用的な決定法がいろいろ研究されている .

Jacobi 法と Gauss-Seidel 法の収束の速さ . 対称行列 A に対して ,
Jacobi 法の反復行列を MJ (A), Gauss-Seidel 法の反復行列を MGS(A)
と書く とき , 次のいずれかが成り立つ：

ρ(MGS(A)) < ρ(MJ(A)) < 1
ρ(MGS(A)) > ρ(MJ(A)) > 1
ρ(MGS(A)) = ρ(MJ(A)) = 1

従って , 収束する場合は常に Gauss-Seidel 法の方が速い (はず).



19LAPACK (Linear Algebra Package)

もと LINPACK と言った . フリ ーな行列の数値計算ライブラリ .
FORTRAN77 用に開発されたものだが,
並列計算用の SCALAPACK,
F95 用の lapack95,
C 言語用の clapack,
C++ 用の lapack++,

他に JAVA 用などもある .
既存の全てのアルゴリ ズムが実装されている .
５ 階の ~kanenko/NumCal/LAPACK/SRCの下にソースが置いてある .
コンパイルしてライブラリ を作ることができるが, 現在作業中なので
必要なソースをコピーして使う しかない.
なお, 行列の演算など基本的な部分は
BLAS (Basic Linear Algebra Subprograms) として独立した .
LAPACK のサブルーチンをソースレベルで使う ときは,
そこから呼ばれている BLAS のサブルーチンも一緒にリ ンクする必要がある .
汎用なので、 引数がやたら多く , すぐに使えるよう なものではないが,
プロの手でチューニングがしてあるので, 実用的なプログラミ ングの際は,
利用を考えるとよい.



20本日の講義内容の自習課題
1 Poisson 方程式を Fourier 級数により 解く プログラム

numb-1.f を実行してみる .
打ち切り項数 N を倍ずつに減らして実行し , この解法の
近似のオーダーを数値実験的に予測する．

2 Poisson 方程式を差分法により 解く プログラム
numb-2.f を実行してみる .
メ ッシュサイズ h を半分ずつに減らして実行し , この解法の
近似のオーダーを数値実験的に予測する．

3 Poisson 方程式を有限要素法で解く プログラム
numb-3.f を実行してみる .
メ ッシュサイズ h をう まく 動かして実行し , この解法の
近似のオーダーを数値実験的に見出せ．

4 FreeFEM のサンプルプログラムを動かしてみる .
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o
Q
o

FreeFEM はフランスのパリ 第６ 大学 J.L. Lions 研究所で
開発されているフリ ーの有限要素法学習ソフト だが， 最近の版は
実用に十分なレベルである．
/home/isstaff/kanenko/NumCal/FreeFem++/bin をパスに追加し ，
/home/isstaff/kanenko/NumCal/FreeFem++/examples* を自分のところに
コピーして， 例えば次を実行してみよ ．
cd examples++
FreeFem++-x11 demo.edp
興味を持った人は， 僕のホームページにリ ンクしてある FreeFem のサイト
からソースを取り 寄せ， 自分のパソコンにインスト ールしてみよ ．

※ 本日のプログラム例は， いずれも小生が過去に作ったものの簡略化です．
numb-1.f ⇐ poisson1.f,
numb-2.f ⇐ poisson2.f,
numb-3.f ⇐ poisson3.f

更に , 次のようなプログラムも有り ます.

eig2dfem.f (有限要素法による ∆ の固有値計算)
wave2dfem.f (有限要素法による波動方程式の固有振動の追跡)

興味のある人はこれらを覗いて実行してみてく ださい．



22本日の範囲の試験予想問題
問題 11.1 正方形 [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2 上で， Poisson 方程式

−∆u = 1 を斉次 Dirichlet 境界条件付きで考えたものを
Fourier 級数を用いて解いたときの， 最初の１ 項を求めよ .

問題 11.2 正方形 [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2 を各座標について２ 等分したメ ッシュ
について， Poisson 方程式 −∆u = 1 を斉次 Dirichlet 境界条件付きで
２ 階中心差分を用いた差分法により 解いたときの中央の節点での解の
値を示せ.

課題 11.3 正方形 [0, 1] × [0, 1] ⊂ R2 を各座標について N 等分したメッシュ
について， 斉次 Dirichlet 境界条件付き Poisson 方程式 −∆u = 1 を
２ 階中心差分を用いた差分法により 解く とき， どのよう な連立１ 次
方程式を解く ことになるか？ 係数行列と右辺のベクト ルの形を述べよ .


