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§ 0. INTRODUCTION

Le probleme du prolongement des solutions des équations aux dérivées
partielles a été d'abord étudié systématiquement pour les
systemes surdéterminés par Ehrenpreis, Malgrange etc. (voir [2],
[17]) pour.généraliser le théoreme de Hartogs de la théorie des
fonctions de plusieurs variables. D'autre part il existe des équations
qui admetient le prolongement pour des solutions régulieres. Les
premiers résultats a ce propos ont été donnés par Gru&in dans le cas
d'une singularité isolée pour des solutions indéfiniment différentiables
([3], [4]). Inspiré par ces travaux, j'ai commencé des études sur
le prolongement des solutions régulieres, surtout analytiques réelles,
et obtenu quelques résultats ([5], [14]). Ici je vais présenter un
premier résultat dans le cas d'une singularité compacte pour les solutions
analytiques réelles des équations a coefficients constants, car il est
décisif bien qu'ﬁn peu ancien. Mes autres résultats sont seulement
partiels. Nous renvoyons donc le lecteur aux mémoires originaux (voir

surtout le sommaire et la perspective dans [14]).

§ 1. ENONCE DU THEOREME

Soit p(D) un opérateur aux dérivées partielles linéaires a
coefficients constants dans R". Soit K« R" un compact tel que Rn\\K
soit connexe. Soit U un voisinage ouvert de K. Pour un ouvert U, nous
désignons en général par A(U) 1l'espace des fonctions analytiques

réelles sur U et par ép(U) le sous-espace des solutions nulles de p(D).

Théoreme 1.1 : Les deux énoncés suivants sont équivalents :

1) Tout élément u € A (U\K) peut se prolonger (de fagon unique) a un
élément de A (U).

2) p(D) n'a aucun facteur elliptique.

Remarque 1.2 : La condition 2) dépend des termes inférieurs comme le

montre 1'excmple D1(D14-iD2)+ 1 dans R® .
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Remarque 1.3 : L'hypothese que R"\ K soit connexe est évidemment

nécessaire, car sinon on peut donner des solutions indépendantes dans
différentes composantes.

La partie 1) = 2) est facile. En effet, supposant que p(D) a
un facteur elliptique q(D), on peut donner une solution analytique réelle
non prolongeable E(x-—xo) de p(D), ou E est une solution élémentaire de
q(D) et X, € K ; dans les paragraphes suivants nous allons donner la

démonstration de la partie 2) = 1) qui se fera en plusieurs étapes.

§ 2. DEMONSTRATION DE LA SUFFISANCE DANS LE CAS OU p(D) EST IRREDUCTIBLE
ET K = {[|x] = A} .

Dans ce paragraphe, nous supposons que p(D) est non elliptique
et irréductible, et que K est égal a une boule {|x| < A} ; sous cette
hypothese nous montrerons que tout u€ AP(U\\K) peut se prolonger a
un élément de A (U). Choisissons un petit € > 0 tel que {|x| < A+ 2e} c U
Prenons x(x) € C:(U) tel que supp x < {|x| < A+2e} et que x(x) = 1

sur {|x] < A+ €}. Alors p(D)((1-x)u) est une fonction indéfiniment
différentiable sur U\K, a support dans la couronne T= {A+re < | x| < A+ 2€}.
On peut donc la considérer comme un élement de C:(Rn) en la prolongeant
par zéro. En y appliquant la transformation de Fourier et restreignant le
résultat a la variété N(p) = {¢ € C" ;p(¢) = O} on obtient une fonction

holomorphe sur cette variéteé

(

~ - ~———
U d.u(g) = p D)((1-x)u)|N(p)
(transformation de Grudin). Il est facile de voir que  :
Lemme 2.1 : dﬁu(g) ne dépend pas du choix de x(x).

Pour obtenir une estimation ntile pour mesurer la croissance de d.u(g),

rappelons un résultat classique

Lemme 2.2 : Il existe des constantes b, ¢ telles que pour chaque
entier N z 0. on peut trouver unc fonction y(x) vérifiant les hypotheses
ci-dessus ei

sup |Dax| < cha! pour Iql < N.
xe T
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Utilisant ce lemme, on obtient
Lemme 2.3 : La transformée de Grufin de u satisfait a 1'inégalité :
la.u(g)l < C exp(-6|§|+ (A+2¢)|Imc]),
ou C, 5 sont des constantes positives dépendant de u.

Démonstration : Soit m l1'ordre de p(D). En vertu de la formule de

Leibniz on a :

p(D)((1-x)u) = 0% pPu

%y B
la|+]Bl<m
|a|>0
avec des coefficients a, B définis par p(D). Notons que le support du
9
second membre est contenu dans la couronne T = {A+ ¢ < x| < A+ 2¢e}.
Puisque u est analytique dans T, ses dérivées satisfont a :

|DBu| < ¢'b! B B! avec des constantes c'y b' . On a donc
o—
Y p(D)((1-x)uw)| = [D' p(D)((1-x)u)l

{ .+ |1 +B|
| S . v suplD 1 xlc'b' 2 (Y2+B)!

— 1 1

<cC exp((A-l-28)|Iml;|)}:‘,|ao‘,B

En choisissant ¥ comme dans le lemme 2.2 avec N+m au lieu de N, on

obtient
HEEAGIE

- I j+al lv ,+Bl
Crexp((ar 2e)|mglzlay J2 . oy T Ggredty, T2 )y

Cexp((A+ 2e) | Img | )bNy

avec d'autres constantes C", b" qui ne dépendent pas de y-

Dans 1'inégalité

N ~ .
—1%4——- [d.u(g)]| < C"exp((A+2s)|Img|)
b'" 'N!

on peut prendre donc le maximum par rapport a N et on obtient
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e6ICI|aiu(g)| < Clexp((A+2¢e)|ImC]|)
avec une constante > O.

Supposons maintenant que p(D) est non elliptique. Choisissant
un systeme de coordonnées convenable, on peut supposer que la partie

principale p_ satisfait a pm(1,o,...,o) £ 0, pm(o,o,...,1) =0
Alors pour chaque (" = (gz,-..,gn_l) fixé dans une petite boule |g"-—§3|sb

de centre ;g générique, 1'équation algébrique p(g1,g",gn) = 0 en Ql a,

au moins une racine (= r(gn) holomorphe en § sur Im{ = R et satis-

faisant a Ir(gn)l 2 algnlq pour des constantes positives a et < 1.

Considérons la fonction d'une variable
G(Cn) = d-U(T(gn),g"sQn)-

Elle est holomorphe dans Imgrlz R et satisfait a 1'inégalité

A

IG(gn)l Cen exp (-6Ign| + algn|q+ (A+ 2e)llmgn|)

I8

Cruexp(-a]g |+ (A+ 2e)|Img | ).
9
On a un autre résultat classique.

Lemme 2.4 (Carlson) . Une fonction holomorphe d'une variable dans

Lngnz R qui satisfait a la condition ci-dessus s'annule identiquement.

Pour la démonstration voir [18}.

Nous avons donc démontré que aiu(g) = 0 dans un ouvert de la
variété N(p). Puisque N(p) est irréductible on a 1'unicité du prolonge-

ment analytique et on conclut que d.u({) s'annule sur N(p) tout entier.

Lemme 2.5 : Pour chaque X on peut irouver une fonction entiere F(g)

telle que h(D)((i::§f53 = p(CIF(C) et que

MR < cWVexp(as2e)[Ime]) pns

ou CIv est une autre constante ne dépendant pas de N.
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Ce lemme découle d'un argument bien connu et de 1'inégalite
de Malgrange. ‘

Donc F(L) est la transformée de Fourier d'une fonction

f(x) € CN n= 1(Rn) dont le support est contenu dans la boule
{1x| = A+ 2¢e}. Puisque p(D)((1-x)u-f) = 0, on a ainsi trouvé un
prolongement v=(1-%X)u - f de classe CN 1. Il est bien connu que

dans .cette situation, le prolongement est unique. Donc v est en
réalité un prolongement de classe C . De plus, en vertu de 1'inégalité
du lemme 2.5, il satisfait a

lDYv(x)l < va"'lYlY! ,

ou Cv, b"' sont d'autres constantes qui ne dépendent pas de v.

Donc v est le prolongement analytique réel voulu. CQFD.

§ 3. REDUCTION AU CAS OU p(D) EST IRREDUCTIBLE

Soit p(D) = pl(D)"'ps(D) la décomposition irréductible
(numérotée en tenant compte de la multiplicité), dont chaque facteur
est non elliptique. Prenons u€ A (U\K). En appliquant le résultat
démontré ci-dessus pour 1' Operateur irréductible Pg (D), on peut

trouver 1'extension v € A (U) de p,(D)...p (D)u € A (U\K).
“Pgq 1 s-1 “Pg

Soit w une solution analytique réelle de 1’équation pi(D)"'ps-i(D)w = v

défiﬂie.dans un voisinage Vc U de K. On a en effet un théoreme
d'existence car on suppose que K est une boule, donc compacte et

convexe ; voir e.g. [15]). Alors on a pl(D)...pS_1(D)(u-w) = 0 dans
v\ K. Par récurrence sur le nombre de composantes s on peut supposer

que u-w peut se prolonger sur V comme une fonction analytique réelle.
Donc il en est de meme de u. Il est clair que le prolongement appartient

a gp(u).

§ 4. REDUCTION AU CAS OU K EST CONVEXE

Soit maintenant K un compact tel que Rn\\K soit connexe et U
son voisinage ouvert. Suppasons que la boule L = {x< A} contient K

et posons V = {x<2A}. Prenons uc ép(U\K). Grace a la trivialité de la
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cohomologie du faisceau A (voir [16]), on peut trouver v € A(R™K) et
w € A(U) tel que u = v-w sur U\ K. Par hypothese p(D)v et p(D)w se
recollent sur U\ K, et définissent donc un élément h € A(R™). Soit

g € A(V) une solution de p(D)g = h. On obtient ainsi un élément

v-g € A (V\K). Par 1'hypothése sur K, on a 1'injection

AP(V\'K) c,ép(V\L). D'autre part, par le résultat précédent, v - g,
considéré comme un élément de ép(V\L), peut se prolonger sur L. On a
ainsi démontré que v -g, donc v, donc u peut se prolonger comme une

fonction analytique réelle au voisinage de K.

Remarque 4.1 : La présentation ci-dessus differe du mémoire original

[63. Pour simplifier nous avons évité 1'emploi de la théorie des
hyperfonctions qui devient cependant indispensable pour 1'étude de
singularités plus compliquées. La réduction au cas ou K est convexe

a été introduite dans {9}. Le meme argument donne 1'isomorphisme
1
A (U\K)/A (U) = H_ (U,A ).
_p \ /_p K ’T
Ce fait est moins évident en comparaison aux isomorphismes correspondants

pour d'autres espaces de solutions, car il arrive que H1(U,§p) £ 0

méme pour un ouvert convexe U (voir e.g. [1)).
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