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§0. 序

幾何学的ト モグラフィ とは， R.J. Gardner により導入された言葉で， 一様物体， すなわち密度が一定
の物体に対する少量データのト モグラフィ の数学的研究がその主な内容であるが， Gardner はこれに古
典的には積分幾何学に分類されるよう な諸問題 – その中には戦前の東北大で盛んであったよう な幾何学
も含まれている – をも包摂して， 一つの分野として確立しよう と云う意欲を示している． ここでは狭い
意味でト モグラフィ と密接に関連した（ ただし応用上意味があるかどうかは心許ないが） 一様物体のト
モグラフィ に関連した研究を主に Gardner [10] に従ってざっと紹介する．（ ちなみに文献 [10] は凸体の
幾何学に関する歴史書のような趣もあり ， 新旧併せて五百余篇の文献を載せている．）

図 1

ここでト モグラフィ と云っているのは， 物体を透過した X-線の減衰率の観測から元の物体の密度分布
を再構成するという伝統的なもので， 数学的には線積分の値から函数を再構成する Radon の問題と同
値であるが， 一様物体の場合にはその密度を 1 とすれば， 線積分の値はすなわちこの直線が物体により
切り 取られる部分の長さに他ならない． 従って， 問題はこの情報（ 弦函数） をどの程度与えたらもとの
図形の外郭が再構成できるかという ， 純粋に幾何学的なものに帰着する． 平行ビームの場合は， 同じ弦
函数を持つ線対称な図形を元の図形の Steiner symmetral と呼び， ト モグラフィ 以前に幾何で用いられ
ていたので， その歴史は非常に古く ， Steiner 以前に既に 1780 年代に L’Huillier の論文に現れていると
のことである．
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このように， この種の研究はかなり古い歴史を持っているが， 話題としては特殊であった． しかし本物
のト モグラフィの発展とともに次第に盛んになり ， 80年代に入ってからは研究者の数も増え始めた． そし
て 95年には Gardner による上記タイト ルの概観論文が AMS Notices に現れ， 更に教科書が Cambridge

UP から出版されたので， 一応は現代的研究分野として認められたと思ってよいであろう ．
Lorentz [22] (1949) は測度論的な興味から ， 平面の（ 必ずしも凸とは限らない） 幾何図形 F に対し

て， その y-軸方向の投影 P (x) （ すなわち， F を直線 x = const で切ったときの切り 口の長さ） ， 及
び x-軸方向の投影 Q(y) に相当する二つの函数を与えたときに， 以下の結果を示した（ 原論文は測度論
的なので可測集合を a.e. の意味で扱っているが， ここでは普通の図形のよう に考えて頂いても構わな
い） ． 今， p(x) を P (x) の rearrangement, すなわち， 単調減少な函数で ∀α について {P (x) > α} と
{p(x) > α} が常に同じ測度を与えるよう なものとし ， 同様に q(x) を Q(x) の rearrangement とする．
記号法がやや異なっているが， 後出の図 3 を参照して頂きたい． このとき，

1) 元の F が矛盾無く 存在するための条件は， ∀x において
∫ x

0
p(t)dt ≤

∫ x

0
q−1(t)dt が成り立ってお

り ， かつ x = ∞ では等号が成り立つことである．
2) 元の F が一意に決まるための条件は， ∀x において p(x) = q−1(x) が成り立っていることである．

Hammer [13] (1961) は， これとは独立に凸体の幾何学の立場から ， 与えられた平面図形（ 応用上は一
様物体中に生じた凸な穴を想定している） を何個の方向の平行投影データ， あるいは何点からのファン
ビームデータ（ X 線像） から再構成できるかという問題を提起した． ただしト モグラフィ はまだポピュ
ラーでなかったらしく ， この言葉は出てこない．
Gardner-McMullen [11] (1980) は， 一般の位置にある 4 方向の投影データから凸図形が決定されるこ

とを示した． ここでう まく ない 4 方向は， 正多角形の対角線のなす方向のセッ ト の部分集合とアフィ ン
同値となることも示されている （ 後出の図 12 参照） ．
Volčič [26] (1986) は共線でない任意の 3 点での弦函数， すなわちこれらの点を光源とするファンビー

ムによる切り口の長さが与えられたとき， 凸図形が決定されることを示した． また， 光源が 2 点 P1, P2

の場合には， これらを通る直線が K と交われば， 凸図形 K が決定できることも示した．
点光源の場合には， これが一つでも内部にあると ， ファンビーム， すなわちこの点から発する半直線

と物体との交わり の長さがわかれば， 凸図形， あるいは一般にこの点を中心とする星状形は決定されて
しまうので， 数学的には全く 面白く ない． そこで実用とは無関係だが， ファンビームと考えずに， 与えら
れた点を通る（ 両方向に延びた） 直線が図形により 切り 取られる長さを与えて凸図形を決定するという
問題が考えられており ， 同じく Volčič により 図形内の二点が凸図形を決定できることが示されている．
Hammer の問題については再構成アルゴリ ズムはこれからの研究課題である． Lorentz の問題につい

ては， その離散化版の再構成アルゴリ ズムは組み合わせ論的な取り扱いも可能で， 以前からいろいろ提
案されている． 黄 [15]は一意性のある場合に限り 最も実用的なアルゴリ ズムを与えた． 小生はまだ見
たことはないが， この問題は以上のような研究を全く 知らない人たちにより モザイクで再構成図を作る
ゲームになっているという ことである．
凸でない一般の図形については， 予め与えた有限個の方向では決定できないものが（ 星状形で） 必ず

存在することが知られている ([8])． ファンビームについても同様であるが， 反例はより複雑な図形とな
る． Natterer [23] の不完全データを扱った最終章には， 凸でない図形に対し ， 有限個の方向に対する最
小二乗法を用いた再構成アルゴリ ズムが一定程度有効であることを示す数値実験例が載っているが， こ
の数学的正当化（ 解釈） もまだなされていない．
以下， これらの中のいく つかについてより 詳しく 解説してゆこう ．

§1. 一般図形の二方向投影からの再構成問題

序でも述べたように， この問題は Lorentz の 1949 年の論文 [22] に始まる． George G. Lorentz (1910

–) はド イツの数学者で， 函数解析の方では Lebesgue 空間 Lp(Ω) を一般化した Lorentz 空間 L(p,q)(Ω)

の導入で知られている． これは（ 一般には n 次元の， 或いは更に任意の測度空間上の） 可測函数 f(x)
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に対し ， その分布 µf と rearrangement f∗(t) を

µf (s) = meas({|f(x)| > s}), f∗(t) = inf{s > 0;µf (s) ≤ t}

で定まる一変数函数とするとき，

‖f‖(p,q) :=

(
∫

∞

0
(t1/pf∗(t))q

dt

t

)1/q

をノ ルムとして定まる （ 準） Banach 空間である． 特に L(p,p) = Lp となる． rearrangement は F. Riesz

1930 により 導入されたもので， 同じ分布を持つ函数の中で単調減少な標準的なものを与える操作であ
り ， 解析学で種々の不等式を手際よく 証明するための高級な手法として良く 用いられてきた． その有用
性の根拠は Lp ノ ルムが rearrangement で不変なこと ‖f‖p = ‖f∗‖p にある． Lorentz の理論はこれを
一般化したものである．
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図 3

Lorentz の上記の仕事は 1950 年であるから ， 我々がこれから紹介する仕事の方が一年早い． 従ってそ
こで用いられている rearrangement の考えは上記の有名な仕事の練習台であったかもしれない．（ ただし
これから述べる記号は Kuba-Volčič [21] (1988) によるもので， Lorentz 自身の論文では序で述べたよう
に renormalization の定義はまだ原始的である．） さて F を平面の可測集合とし ， f(x, y) をその定義函
数とする． F の y 軸， 及び x 軸に沿う投影 (projection) を

fy(x) :=

∫

∞

−∞

f(x, y)dy, fx(y) :=

∫

∞

−∞

f(x, y)dx

で定める． 直観的に云えばこれらはそれぞれ図形 F が直線 x = const., y = const. から切り 取る線分の
全長であるが， 原論文では F はまともな図形の形をしているとは限らないことに注意されたい． これら
を更に， それぞれ x 軸， 及び y 軸に沿って投影する．

fyx(y) := λ1{x; fy(x) ≥ y}, fxy(x) := λ1{y; fx(y) ≥ x}

ここに λ1 は一次元の Lebesgue 測度を表す． この両者を比較したいのだが， この前者は x の函数では
なく 後者とカテゴリ ーが異なるので， グラフがほぼ同じになるよう前者を x の函数に変換するため y 軸
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に沿って再度投影したもの
fyxy(x) := λ1{y; fyx(y) ≥ x}

を用意する． これらの函数（ のグラフ） の関係は図 3 を参照されたい．
Lorentz は [22] において， 二つの投影データ fy(x), fx(y) からもとの F を再構成する問題を設定し ，

自ら次のよう な解を与えた：

定理　 1) 元の F が矛盾無く 存在するための条件は， a.e. x において
∫ x

0
fxy(t)dt ≥

∫ x

0
fyxy(t)dt が

成り立ち， かつ x = ∞ においては等号が成り立っていることである．
2) 元の F が一意に決まるための条件は， a.e. x において fxy(x) = fyxy(x) が成り立っていることで

ある．

1) の証明は必要性は難しく ない． 積分論の良い練習問題である． 十分性の証明の方は， rearrange され
たグラフ下の図形をそれらの共通部分から出発して， それぞれはみ出した部分を測度 0 の集合を除いて
互いに合同な正方形の無限列に分割し ， それらを帰納的に一つずつ投影データに矛盾を生じないよう に
配置して行く という ものである． 得られた図形は一般には連結にならない． また， 選ぶべき正方形は大
きい方から順に取り出せる訳ではないので， 実行可能なアルゴリ ズムとはなり にく い．
図 4 は矛盾する投影データの例である （ 非常に説得力があるだろう ） ．
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図 4

2) の証明の方が少しややこしい． 証明の要点は， もし fxy(x) < fyxy(x) となる点があると ， そのギャッ
プを利用して F に図 5 に示されたよう な部分集合の対 P , Q が存在することを示すことにある． この
とき， P , Q を図のよう な R, S と交換しても x 軸及び y 軸方向の投影データが変わらないことは明ら
かであろう ． このよう な組 P , Q, R, S を switching component と呼ぶ． その正確な定義は

∃(a, b) Q = P + (a, b), R = P + (a, 0), S = P + (0, b),

P,Q ∈ F, R, S 6∈ F (あるいは P,Q 6∈ F, R, S ∈ F )

である． ただし Lorentz の論文にはこのよう に明確な形では書かれていない．
Lorentz の存在証明は無限手続きを含んでおり ， 離散化が容易な再構成アルゴリ ズムを与えるもので

はなかったため， これを与えるための研究がこの後も続いた． それらを通して， 図形 F に一意性が成り
立つための条件は次のようにいろいろと言い換えられることが明らかになって来た．

定理　次は同値である．
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0) F は二つの軸方向の投影に関して一意性を持つ．
1) F は switching component を持たない．
2) F は measurably inscribed な長方形の和集合となる． すなわち， F は

X × Y ⊂ F, CX ×CY ⊂ CF

なる X × Y の（ 無限重複） 和として書ける．
3) F の x = c による切り 口を y 軸に投影したものを Fc と書く とき， λ1(Fc) ≤ λ1(Fc′) ならば必ず

Fc ⊂ Fc′ となる．（ x 軸への投影に関しても同様である．）

switching componentの概念を明確にしたのも Kuba-Volčič [21] である． 最後の言い換えは Kuba [20]

と Huang(黄) [15] により後述の離散化版の再構成アルゴリ ズムに関連して独立に明確にされたものであ
るが， 実は Lorentz の原論文にも定理の証明中に implicit には含まれている（ 一般の集合では， 包含関
係ももちろん a.e. の意味となる） ．

y

x

F

R

S

Q

P

図 5

図 5 は一意性を持たない集合の典型例であるが， 一意性を持つ集合の例を図 6 に示した． 結構複雑な
ものもあるであろう ． 最後の例では， く り 抜かれた円板の片方が上下に一定以上ずれると一意性がく ず
れてしまう ． 図 7b 参照．

図 6

上述の Kuba-Volčič の論文では， 一意性が有るときに元の集合 F が

F = {(x, y); fy(x) ≥ fxy(fx(y))}
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という式で再構成されることが示されているが， これをプログラムで実現するのはそう直接的ではない．
実際にアルゴリ ズムを実現するには離散化も必要となる． F の定義函数をピクセルを用いて離散化する
と ， 0 と 1 を要素とする行列が得られる．（ アルゴリ ズムを実行するには F をどのみち有界とせねばな
らないので， 遠く の方の 0 を無視して適当なところで切れば有限行列となる．） すると再構成問題は， 各
行及び各列に含まれる 1 の個数がわかっているときに元の行列を見出す， という組み合わせ論的な問題
となり ， 古く から研究されて来た． しかしそちらの方では Lorentz の結果に当たることは知られてはい
なかったようで， すべての場合を包摂した再構成アルゴリ ズムは非常に複雑となり ，『 途中で行き詰まっ
たら解無し』 といったアルゴリ ズムさえ論文になるく らいであった．
最近 Kuba [20] と Huang [15] は独立に， 一意性が成り立つときに限った再構成アルゴリ ズムで実用

的なものを与えた． 特に Huang のものは， 一意性の条件の言い替え 3) を用いて， 縦方向の一番長い柱
から順に決定して行く もので， 容易にプログラムを書き実行できて面白い． Huang-Takiguchi [16] にお
いてこの手続きの安定性も示されているので， 離散化やその他の誤差をあまり 気にしないで適用できる
点もあり がたい． 図 7a は一意性がある場合， 図 7b は一意性が無い場合に両方向への投影データのの
rearrangement の離散化の共通部分を用いて Huang のアルゴリ ズムを適用してみたものである． 後者
では近似再構成像は必ずしももとの図形には収まらないことがわかる．

図 7a 図 7b

ちなみに Lorentz は [22] の末尾に， 問題の一般化としていろいろ面白いことを提起しているが， その
最後で『 あらゆる方向の投影データを用いれば図形が決定できるのではないか』 と述べている． どう や
ら Lorentz も Radon の論文を知らなかったようである．

§2. 一般図形の有限個の方向への投影データからの再構成問題

応用上は無理して二方向投影だけから物体を決定するという より も ， もう少し沢山の方向を使って確
実に決定するという ことの方が重要であろう ． 一様物体の場合には，『 空間の次元に依存した N があり ，
適当な N 方向の投影データですべての図形が決定できる』 のではないかという推測もあり得るが， 事実
はその反対である． Gardner [8] はどんな有限個の方向が与えられても， その方向への同一の投影データ
を持つ二つ以上の異なる図形が存在することを示した． 一般に密度一様でない物体については， 密度函
数の Fourier 像 f̂(ξ) に超平面状の divisor を与えることにより 一意性の反例を作るのが普通である (例
えば Helgason[14] を見よ ). divisor の個数が増えると f̂ の |ξ| → ∞ での増大度も大きく なり ， 従って
このよう な反例は高周波成分を大きく 含むものとなる （ 即ち， 特異性の大きい函数となる） と説明され
ている． しかし Gardner の反例は普通の図形の定義函数でそのよう なものを与えている点で興味深い．
その構成法の要点は次の通り である． まず， 座標軸方向の投影に関する switching component の概念

を一般化し ， 与えられた方向の集合 S = {~u1, ..., ~um} に対し ， 互いに交わらない有限個の点集合の対 F ,

G が S-switching component であるとは， S に属する方向を持つ任意の直線が F , G と常に同じ個数の
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点で交わることと定める． S-switching component の存在は方向の個数 m に関する帰納法で簡単に示
すことができる．
このようなものが存在すれば， F , G に属する各点を中心として半径 r の十分小さい円板を描けば， S

に属する方向への投影データがすべて一致する二つの図形

Fr :=
⋃

x∈F

Br(x) と Gr :=
⋃

y∈G

Br(y)

が得られることは明らかであろう ． 円板の代わり に十分小さいどんな図形をとっても同じことである．

u

u

u

1

2

3

図 8

上の例は連結でない図形であったが， これを少し修正すれば星状形 (star shaped) の図形でも反例が
作れる． F ∪G のすべての点を見込める点 O を一つ選び， それを原点とする．（ F ∪G の任意の 2 点を
通る直線の総和の外に点 O をとればよい．） 点 O を内部に含む三角形 T を ， 辺の方向が O と F ∪G の
どの点を結ぶ直線とも一致しないよう に選ぶ． その相似縮小 rT を F ∪G の各点に平行移動したものを
作り ， その任意の一つと元の rT の和集合の凸包 (ch で表す） が他の三角形と交わらぬよう に r を小さ
く 選んでおく と

⋃

z∈F∪G

ch[rT ∪ (rT + z)] \
⋃

x∈F

(rT + x) と
⋃

z∈F∪G

ch[rT ∪ (rT + z)] \
⋃

y∈G

(rT + y)

は， ともに星状形で， かつ S に属する方向の投影データが一致する．（ 三角形の代わり に円板でよければ
もう少し分かり 易いが， それでは残念ながら星状形にならないことに注意されたい．）
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図 9

星状形は次の節で述べる凸図形に次いで良い形状であるから ， これでは何も期待できないという印象
である． しかし Natterer の有名な教科書 [23] の最後の章には， 最小二乗法を用いた凸でない一様物体
の次のような再構成実験の例が載っている．

図 10

(a) 原図 (b) θ = 0◦, 45◦, 90◦, 135◦ の 4 方向投影による再構成図

(c) 同じく θ = 0◦, 30◦, 60◦ の 3 方向投影による再構成図

(d) 同じく θ = 0◦, 10◦, 20◦ の 3 方向投影による再構成図

これを見ると何か期待できそうな感じを持つのは私だけであろう か？ 例えば凸でない場合にへこむ回数
を制限すれば， 決定可能な方向の数は有限になるのではなかろう か？

§3. 凸体に対する平行ビームト モグラフィ の研究

以上の議論は， 一様物体を凸なものに限ると大分様子が異なってく る．（ switching component の入れ
換え操作を一回施すと ， 普通は凸性はおろか連結性もく ずれてしまう ことに注意．）
凸な図形に限ったト モグラフィの再構成問題は， 序にも述べたように Lorentz とは独立に， P.C. Hammer

1961 が凸体の幾何学に関するシンポジウムの報告集に付された未解決問題集の中で提起したものである
([13])． 彼は平行ビームとファンビームの両者について同時に問題として提出したが， ここではまず平行
ビームの場合のその後の解答を紹介する．
最初の結果は Hammer の問題提起とは独立に Giering [12] がその翌年に与えた次の結果である．

Giering の定理　どんな凸図形に対しても ， それを他の凸図形と投影データで識別できるよう な三方
向が存在する．

非常に紛らわしいが， この方向は最初に与えられた図形に依存するのであって， 三方向が Hammer の
問題の答だと云っているのではない． なお， 上の形の主張が成り立つためには三方向が最低必要である
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ことは Giering の仕事からもわかるが， どんな二方向をとっても識別不可能であるよう な凸多角形の具
体例を与えたのは Gardner [7] である．

図 11

図形がわからないと方向が決められないという のではト モグラフィ にならないが， 凸多角形に限れ
ば三方向を一つずつ投影データを見ながら順に決めてゆける (successively determined) という ことを
Edelsbrunner-Skiena [3] が示した．
図形を特定しない解答は Gardner-McMullen [11] が与えたもので，

定理　 1) どんな 3 方向を与えても ， それらの方向への投影函数が等しい複数の凸図形が存在する．
2) n(≥ 4) 方向への投影函数が凸図形を決定できないとき， それらの方向はある正多角形の辺の方向

のなす集合の部分集合とアフィ ン同値となる． 従って特に， 4 方向を（ その傾きの値が） 代数的独立と
なるよう に選べば， 凸図形はそれら 4 方向の投影データにより 一意に定まる．

正多角形の辺の方向が何故だめかは， 図 12 を見れば納得されよう ．

図 12
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アフィ ン変換は長さを変えるが長さの比は変えない． また 4 方向の傾きのなす複比
s1 − s3
s1 − s4

:
s2 − s3
s2 − s4

はアフィ ン変換で保たれるので， 一つの反例はアフィ ン変換しても反例となるのである． これ以外の方
向が大丈夫なことは次のようにして示される ：
1) もし有限個の方向の集合 S = {~u1, ..., ~um} に対して， 同じ投影データを持つ二つの集合が有った

とすると ， それらを図 13 のよう に重ねて描けば， お互いに相手の外に飛び出している部分の重心が
S-regular な凸多角形となる． ここで凸多角形 D が S-regular とは， S に属する任意の方向 ~u につい
て， D の各頂点 x に対し ， 直線 x+R~u と ∂D の x 以外の交わり はまた D の頂点となっていること
をいう ．
2) 凸多角形 D に対し ， その各辺の中点を取って新しい凸多角形を作る操作を M(D) とする． D が

S-regular なら M(D) も S-regular となる．
3) 凸 n 角形 D0 から出発し ， Dk = sec(π/n)M(Dk−1) で帰納的に Dk を定義するとき， D2k は正多

角形とアフィ ン同値な図形に (Hausdorff の距離で)収束する．（ この美しい収束定理は Darboux [2] 以来
何度も再発見されてきたという ．）

図 13 図 14

以上により ， S がある正多角形とアフィ ン同値な多角形の対角線の方向の部分集合となることがわか
り ， 従ってこれから別の正多角形とアフィン同値な多角形の辺の方向の部分集合となることも結論される．
一意性の反例があると云っても ， 図 12 のよう なものばかり なら ， X 線ト モグラフィ による同定とし

てはかなりやったと云うべきではないかと思われるかもしれない． しかし事実は Volčič [25] が示したよ
う に， 悪い方向の組に対しては反例は互いに合同でないものが連続の濃度存在するのである．
以上の議論にも拘わらず， ほとんどの凸体は二方向だけの投影データで決定されるのである． すなわち，

定理 (Volčič-Zamfirescu [27])　凸図形の全体を Hausdorff の距離

dis(F,G) = max{max
x∈F

dis(x,G),max
y∈G

dis(y, F )}, ここに dis(x,G) = min{|x− y|; y ∈ G}

により距離空間とみなすとき， 二方向だけの X 線投影データで決定されるようなものは稠密な Gδ 集合
（ 即ち， 高々可算個の開集合の共通部分） となる． 従って反例は高々第一類の集合となる．

この形の主張は一般の次元でも X 線平行ビームについて成り立つことが彼らにより示されている．（ 方
向の個数は次元によらずいつでも二個でよい．） 逆に， この少ない反例を具体的にどうやって判定するか
は以外と難しい． 一般の集合に対して Lorentz が与えたよう な二方向投影による一意性のための簡明な
判定条件を凸図形の場合に見いだす問題はまだ未解決である．

10



§4. 凸体に対するファ ンビームト モグラフィ の研究

この場合はまず Falconer [4] が二光源 P1, P2 を結ぶ線分が凸図形 K の内部と交わるとき， 一部の例
外を除いて K が一意に決定されることを示した． 彼の論法は他の諸結果と異なり 構成的な点が注目に
値する． 次いで Volčič [26] (1986) が Falconer の結果を改良しそれを用いて次のよう な肯定的と云える
解答を与えた．

定理　共線でない任意の 3 点での弦函数， すなわちこれらの点を光源とするファンビームによる切り
口の長さが与えられたとき， 凸図形は決定される．

すなわち， 光源が共線でなければ， 平行光線の場合のような例外事態は起こらない． 平行光線は光源
が無限遠で共線をなすものと考えれば， ファンビームと比したときの事態の悪さが納得されよう ． 上の
定理の証明は初等幾何学的な推論によるもので， Cavalieri の原理の拡張である次の二つの原理を巧みに
用いる：

1) 交わり を持たない二つの図形 A, B がそれらの外にある点光源 p からのファンビームに対して同一
の弦函数を持てば， 光源に遠い方の図形 A の面積は近い方 B のそれより 真に大きい．
2) この状況下で更に， A, B が上半平面に， 光源が下半平面にあるよう に平面の座標を導入するとき，

∫∫

A

dxdy

y
<

∫∫

B

dxdy

y

が成り立つ． また， 光源が x 軸上にあるときは等号が成り立つ．

この重み付き測度自身は平凡なものであるが， この問題での有用性を示したのは Volčič である． Volčič
の原論文は非常に読みづらいが， Gardner が教科書に書き直したものはわかり やすい．
序にも述べたよう に， 半直線ビームの代わり に全直線を考えて弦函数を定義すると問題はやや異なっ

たものになる． 光源が常に図形の外にあることが予めわかっていれば両者に差はないが， そう でなけれ
ば問題はより 複雑となる． Volčič [26] が扱っているのはむしろこちらの方である． 彼は， この問題に対
して， どの 3 点も一直線上に無いよう な 4 点が凸図形を決定することを示した． また 2 点光源 P1, P2

の場合に凸図形 K が判別できるための十分条件として次の三種を与えた：

定理　次のいずれかが成り立てば， K は 2 点 P1, P2 における全直線的な弦函数データにより 他の凸
図形と識別される．
1) P1, P2 を通る直線が K の支持直線となる．
2) P1, P2 ともに K の内点である．
3) P1 も P2 も K の内点ではなく ， P1, P2 を通る直線 ℓ は K の内点を含み， かつこれが含まれる

ℓ \ {P1, P2} の連結成分が指定されている．

P
1

2
P

P1

2
P

2
P

P
1

図 15

この証明は基本的には先に紹介した定理のための準備として得られる． ファンビーム（ 半直線） のと
きには， 最後の 3) で連結成分の指定は不要であった． 平行ビームのときと異なり ， これらの結果が最良
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かどうかについては分かっていないものが多い． 特に， ファンビームのときに 2 点 P1, P2 を通る直線
と K が交わらなく ても二光源だけで凸図形が決定できるかどうかはまだ未解決である． 図 16 には原点
を光源とする全直線的な弦函数が a.e. 方向に対して一致するが一致しない方向（ この場合は x 軸方向）
も存在するという よう な二つの凸図形の例が示されている． 平行ビームや（ 半直線的） ファンビームで
は凸図形でこのよう なものは存在しない． 全直線的な弦函数の複雑さを示す例であろう ．

O

図 16

ファンビームの場合も凸の条件をはずすと ， 光源の数をいく ら増やしても図形を決定できないことが
最近明らかにされた． ただし ， この場合の反例は相当にややこしく ，“ 図形 ”とは呼びがたい集合にな
る． 図 17 に三光源の場合の反例を示す． 外枠の三角形内にある， 白い三角形達の和集合を A, 黒い三角
形達の和集合を B とすると ， この二つは外枠の三角形の三頂点からのファンビームによる投影データが
いずれも一致する． この図形は中心の白い三角形から三つの頂点に関する相似縮小の繰り返しにより 生
成されたものである．

図 17

平行ビームの場合の Gardner-McMullen の結果もそうであったが， Volčič の結果も， 識別可能性を述
べているだけで， 図形の再構成の方法については何も示していない． 従って再構成アルゴリ ズムの観点
からは， 幾何学的ト モグラフィ はまだ殆ど未解決であるとも言える．
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